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Introduccidn

@ Este trabajo se centra en la valuacién eficiente de derivados de varianza
realizada (suma de incrementos al cuadrado) a través de métodos de Monte
Carlo con el menor ruido posible (varianza del estimador).
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realizada (suma de incrementos al cuadrado) a través de métodos de Monte
Carlo con el menor ruido posible (varianza del estimador).

@ Dicho trabajo se ha encauzado principalmente en dos técnicas: Muestreo de
Importancia (Importance Sampling) y Estratificacion.
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Introduccidn

@ Este trabajo se centra en la valuacién eficiente de derivados de varianza
realizada (suma de incrementos al cuadrado) a través de métodos de Monte
Carlo con el menor ruido posible (varianza del estimador).

@ Dicho trabajo se ha encauzado principalmente en dos técnicas: Muestreo de
Importancia (Importance Sampling) y Estratificacion.

@ Las técnicas anteriores se han aplicado sobre modelos de volatilidad
estocastica estandar, esto es, modelos que involucran dos movimientos
brownianos correlacionados, localmente normales en su distribucién, que
luego han sido discretizados bajo un esquema de Euler.
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Técnicas de reduccidn de varianza: Estratificacion

@ Dada una variable aleatoria U, queremos calcular la esperanza a = E(f(U)).
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@ Una manera de estimar dicho valor esperado es generar N simulaciones de U
y tomar
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Técnicas de reduccidn de varianza: Estratificacion

@ Dada una variable aleatoria U, queremos calcular la esperanza a = E(f(U)).
@ Una manera de estimar dicho valor esperado es generar N simulaciones de U

y tomar

@ El estimador anterior, que es una variable aleatoria, es insesgado y converge
con probabilidad 1 cuando N — oo.
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Técnicas de reduccidn de varianza: Estratificacion

@ Dada una variable aleatoria U, queremos calcular la esperanza a = E(f(U)).

@ Una manera de estimar dicho valor esperado es generar N simulaciones de U
y tomar

@ El estimador anterior, que es una variable aleatoria, es insesgado y converge
con probabilidad 1 cuando N — oo.

@ El objetivo es reducir la varianza de &. Una técnica que permite esto es la de
Estratificacion.
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Estratificacidon

@ Se refiere a cualquier mecanismo de muestreo que condiciona una fraccidn
de las observaciones tomadas de subconjuntos especificos (estratos) de un
espacio de muestras.
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espacio de muestras.

@ En simulaciones aleatorias, se generan n muestras X, ..., X, con la misma
distribucién que una variable X dada.
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@ En simulaciones aleatorias, se generan n muestras X, ..., X, con la misma
distribucién que una variable X dada.

@ En simulaciones con estratificacién, se decide a priori qué proporcién de las
muestras debe ser tomada de cada estrato.
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Estratificacidon

@ Se refiere a cualquier mecanismo de muestreo que condiciona una fraccidn
de las observaciones tomadas de subconjuntos especificos (estratos) de un
espacio de muestras.

@ En simulaciones aleatorias, se generan n muestras X, ..., X, con la misma
distribucién que una variable X dada.

@ En simulaciones con estratificacién, se decide a priori qué proporcién de las
muestras debe ser tomada de cada estrato.

@ Cada observacién tomada de un estrato A esta forzada a tener la
distribuciéon de X condicional a X € A.
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Modelos bajo consideraciéon

Consideremos el par de ecuaciones diferenciales estocasticas
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Modelos bajo consideraciéon

Consideremos el par de ecuaciones diferenciales estocasticas

dst = Oé(st, Vt)stdt + StU(St) \V thZt
th = ﬂ(St, Vt) tht + ’Y(St, Vt) thWt
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Modelos bajo consideraciéon

Consideremos el par de ecuaciones diferenciales estocasticas

dst = Oé(st, Vt)stdt + StU(St) \V thZt
th = ﬂ(St, Vt) tht + ’Y(St, Vt) thWt

La dindmica de estas ecuaciones puede ser simulada (salvo por un error de
discretizacién) mediante un esquema de Euler en las ecuaciones anteriores:
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Modelos bajo consideraciéon

Consideremos el par de ecuaciones diferenciales estocasticas

dst = Oé(st, Vt)stdt + StU(St) \V thZt
th = ﬂ(St, Vt) tht + ’Y(St, Vt) thWt

La dindmica de estas ecuaciones puede ser simulada (salvo por un error de
discretizacién) mediante un esquema de Euler en las ecuaciones anteriores:

5,‘+1 =5+ OL(S,‘, V,')S,‘At + O'(S,‘)S,'\/V,‘v AtZ;+1
Vier = Vi + B(Si, Vi) Vit + (S, Vi) ViV At Wi,
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Modelos bajo consideraciéon

Consideremos el par de ecuaciones diferenciales estocasticas

dSt = Oé(st, Vt)stdt + StU(St) \V thZt
th = ﬂ(St, Vt) tht + ’Y(St, Vt) thWt

La dindmica de estas ecuaciones puede ser simulada (salvo por un error de
discretizacién) mediante un esquema de Euler en las ecuaciones anteriores:

5,‘+1 =5+ 04(5,‘, V,')S,‘At + O'(S,‘)S,'\/V,‘v AtZ;+1
Vier = Vi + B(Si, Vi) Vit + (S, Vi) ViV At Wi,

siendo Z1, ..., Zn, Wi, ..., Wy normales estandar independientes.
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Modelos Clasicos de Volatilidad Estocastica en tiempo

continuo

@ Modelo de Hull-White:
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Modelos Clasicos de Volatilidad Estocastica en tiempo

continuo

@ Modelo de Hull-White:
dS./S: = rdt + /VedW

dV, = vV,dt + £V,dW®,
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Modelos Clasicos de Volatilidad Estocastica en tiempo

continuo

@ Modelo de Hull-White:
dS./S: = rdt + /VedW
dV, = vV,dt + £V,dW®,

@ Modelo de Heston:
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Modelos Clasicos de Volatilidad Estocastica en tiempo

continuo

@ Modelo de Hull-White:
dS./S: = rdt + /VedW
dV, = vV,dt + £V,dW®,

@ Modelo de Heston:
dS./S; = pdt + /VedWY

dV; = k(0 — V,)dt + o/ VedW®,
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Modelos Clasicos de Volatilidad Estocastica en tiempo

continuo

@ Modelo de Hull-White:
dS./S: = rdt + /VedW
dV, = vV,dt + £V,dW®,

@ Modelo de Heston:
dS./S; = pdt + /VedWY

dVi = k(6 — Vi)dt + o/ VedW,
@ Modelo SABR:
ds, = o.SPaw?  (0<p<1)

doe = ac,dW®, (o> 0)
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Modelos Clasicos de Volatilidad Estocastica en tiempo

continuo

@ Modelo de Hull-White:
dS./S: = rdt + /VedW
dV, = vV,dt + £V,dW®,

@ Modelo de Heston:
dS./S; = pdt + /VedWY

dV; = k(0 — V,)dt + o/ VedW®,
@ Modelo SABR:
ds, = o.SPaw?  (0<p<1)
doe = ac,dW®, (o> 0)

dWMdW,(2) = pdt
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Consideraremos un payoff g definido en la variable realized variance:

2 At
=% Z < 5 > = 2 Vi (S22
i=1
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Consideraremos un payoff g definido en la variable realized variance:

2 At
=% Z < 5 > = 2 Vi (S22
i=1

El proceso de estratificacién se hara sobre la variable v W (proyeccién lineal de
W sobre v) y se elegird v éptimo en el sentido de reduccién de varianza.
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Algoritmo de sampleo: motivacién

Para los modelos Hull-White y Heston, la varianza realizada cobra la forma
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R(Z, W) 2At222 Vios. (1)
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Algoritmo de sampleo: motivacién

Para los modelos Hull-White y Heston, la varianza realizada cobra la forma

R(Z, W) 2At222 Vios. (1)

2, que es un

miultiplo de una variable chi cuadrado.
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Algoritmo de sampleo: motivacién

Para los modelos Hull-White y Heston, la varianza realizada cobra la forma

R(Z, W) 2At222 Vios. (1)

2, que es un

miultiplo de una variable chi cuadrado.

@ Esto sugiere que una parte importante de la variabilidad de R proviene de

G5)(%7) @
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Algoritmo de sampleo: motivacién

Para los modelos Hull-White y Heston, la varianza realizada cobra la forma

R(Z, W) 2At222 Vios. (1)

2, que es un

miultiplo de una variable chi cuadrado.
@ Esto sugiere que una parte importante de la variabilidad de R proviene de

GRS

i=0

@ En base a esta descomposicion de R, se diseiidé un algoritmo que combina
integracién numérica y estratificacién para reducir varianza en la estimacion

de E(g(R)).
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El algoritmo
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El algoritmo

@ Calcular la direccién éptima de estratificacion del promedio del camino de V
en las componentes de W. Esta tarea dependerd de la funcién que relaciona
a W con V y en general es inviable en la practica, por lo que aproximar es
inevitable.
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El algoritmo

@ Calcular la direccién éptima de estratificacion del promedio del camino de V
en las componentes de W. Esta tarea dependerd de la funcién que relaciona
a W con V y en general es inviable en la practica, por lo que aproximar es
inevitable.

@ Integrar numéricamente en una grilla bidimensional generada por las
variables Y ~ X%\/ y U definida por el producto entre X ~ N(0,1) e Y. La
densidad de U y la distribucién de Y condicional en U vienen caracterizadas
analiticamente por
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inevitable.

@ Integrar numéricamente en una grilla bidimensional generada por las
variables Y ~ X%\/ y U definida por el producto entre X ~ N(0,1) e Y. La
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© fie(2) At © 2t
¢(u):/ 7X(f)tY( ) gt — CN/ e T,
0

— 00
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El algoritmo

@ Calcular la direccién éptima de estratificacion del promedio del camino de V
en las componentes de W. Esta tarea dependerd de la funcién que relaciona
a W con V y en general es inviable en la practica, por lo que aproximar es
inevitable.

@ Integrar numéricamente en una grilla bidimensional generada por las
variables Y ~ X%\/ y U definida por el producto entre X ~ N(0,1) e Y. La
densidad de U y la distribucién de Y condicional en U vienen caracterizadas
analiticamente por

© fie(2) At © 2t
¢(u):/ 7X(f)tY( ) gt — CN/ e T,
0

— 00

Fyiu(y|u) o /y () fy( ) dt.
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El algoritmo

@ Calcular la direccién éptima de estratificacion del promedio del camino de V
en las componentes de W. Esta tarea dependerd de la funcién que relaciona
a W con V y en general es inviable en la practica, por lo que aproximar es
inevitable.

@ Integrar numéricamente en una grilla bidimensional generada por las
variables Y ~ X%\/ y U definida por el producto entre X ~ N(0,1) e Y. La
densidad de U y la distribucién de Y condicional en U vienen caracterizadas
analiticamente por

< f (L) Fo(t o _a2_g
(u)—/ X(t)ty()dt_CN/ e? 2t¥7ldt,
0

o0

Fyiu(y|u) o /y () fy( ) dt.

@ Para cada valor de U e Y calculamos el valor de X, y también la
probabilidad de la celda de integracién asociada con el par X, Y.
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El algoritmo
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El algoritmo

@ Interpretamos el par Y, X como la norma al cuadrado del vector gaussiano
Z,y como el shock gaussiano a lo largo de la direccién éptima de
estratificacién para V.
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El algoritmo

Interpretamos el par Y, X como la norma al cuadrado del vector gaussiano
Z,y como el shock gaussiano a lo largo de la direccién éptima de
estratificacién para V.

@ Para cada celda, generamos n muestras del vector Z, conditional en su
norma, escribiendo Z = VY HEH’ donde £ ~ N(0, /).
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El algoritmo

@ Interpretamos el par Y, X como la norma al cuadrado del vector gaussiano
Z,y como el shock gaussiano a lo largo de la direccién éptima de
estratificacién para V.

@ Para cada celda, generamos n muestras del vector Z, conditional en su
norma, escribiendo Z = VY HEH’ donde £ ~ N(0, /).

@ Del mismo modo, generamos n muestras de W, condicional en el valor del
shock a lo largo de la direccién de estratificacién, usando que si & ~ N(0, X)
en RY con T = v ¢ estratificado para algun v € R?, entonces
(E|T =t) ~ N(Zvt, X —Tw'Y).
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El algoritmo

@ Interpretamos el par Y, X como la norma al cuadrado del vector gaussiano
Z,y como el shock gaussiano a lo largo de la direccién éptima de
estratificacién para V.

@ Para cada celda, generamos n muestras del vector Z, conditional en su
norma, escribiendo Z = VY HEH’ donde £ ~ N(0, /).

@ Del mismo modo, generamos n muestras de W, condicional en el valor del
shock a lo largo de la direccién de estratificacién, usando que si & ~ N(0, X)
en RY con T = v ¢ estratificado para algun v € R?, entonces
(€]T =t) ~ N(Xvt,X — Xw'X). Consecuentemente, simulamos W como

W =vX+ (I —wh)A,

donde A ~ N(0,/) y |lv|]| =1.
El nimero de caminos, n, es proporcional a la probabilidad de la celda.
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El algoritmo

@ Interpretamos el par Y, X como la norma al cuadrado del vector gaussiano
Z,y como el shock gaussiano a lo largo de la direccién éptima de
estratificacién para V.

@ Para cada celda, generamos n muestras del vector Z, conditional en su
norma, escribiendo Z = VY HSH’ donde £ ~ N(0, /).

@ Del mismo modo, generamos n muestras de W, condicional en el valor del
shock a lo largo de la direccién de estratificacién, usando que si & ~ N(0, X)
en RY con T = v ¢ estratificado para algun v € R?, entonces
(€]T =t) ~ N(Xvt,X — Xw'X). Consecuentemente, simulamos W como

W =vX+ (I —wh)A,
donde A ~ N(0,/) y |lv|]| =1.
El nimero de caminos, n, es proporcional a la probabilidad de la celda.

@ El promedio del payoff, dependiente de R, se computa sobre los n caminos
de W, Z para cada celda de integracién, y promediada sobre el dominio de
integracién pesada por la probabilidad de la celda.
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Calculo de ¢

N. Merener - L. Vicchi (utdt) Métodos de reduccién de varianza 23 de Abril de 2010 11 /15



Calculo de ¢

@ ¢ es la densidad del producto de una variable chi square Y y una normal X:
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Calculo de ¢

@ ¢ es la densidad del producto de una variable chi square Y y una normal X:

Fu(u) = P(XY <u)= //Xy<u fxy (x,y)dxdy = /000/0; x(x)fy (y)dxdy
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Calculo de ¢

@ ¢ es la densidad del producto de una variable chi square Y y una normal X:

Fu(u) = P(XY <u)= //Xy<u fxy (x,y)dxdy = /000/0; x(x)fy (y)dxdy

- /OOO fv(Y)(/O; fx(x)dx) dy = /000 Fx (;) fy (y)dy

< fr (Y)f o) _uiz_% _
= ¢(u) = F[,(u):/ 7X(Y) Y(y)dt: CN/ e ™ t¥_1dt,
0

0 y
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Calculo de ¢

@ ¢ es la densidad del producto de una variable chi square Y y una normal X:

Fu(u) = P(XY <u)= //Xy<u fxy (x,y)dxdy = /000/0; x(x)fy (y)dxdy

- /OOO fv(Y)(/O; fx(x)dx) dy = /000 Fx (;) fy (y)dy

2

© fy(Y)F [e%s} —Lz—% -~
:>(]5(u):FL',(u):/O Wdt:q\,/o R

@ Una herramienta muy dtil para calcular este tipo de densidades o integrales
es la Transformada de Mellin.
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Transformada de Mellin
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Transformada de Mellin

@ Si f(x) es una funcién de variable real, su transformada de Mellin f es

f(s) = /000 xS (x)dx. 3)
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Transformada de Mellin

@ Si f(x) es una funcién de variable real, su transformada de Mellin f es
f(s) = / xS (x)dx. 3)
0

@ Su férmula de inversién viene dada por

1 c+ioo "
f(x) / x ?f(z)dz,

2mi c—ico
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Transformada de Mellin

@ Si f(x) es una funcién de variable real, su transformada de Mellin f es
f(s) = / xS (x)dx. 3)
0

@ Su férmula de inversién viene dada por

1 c+ioo "
f(x) / x"%f(z)dz,

2mi c—ico

@ Se define la convolucién de Mellin de dos funciones g(x) y h(x) como

enw = [ je(%)aoar
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Transformada de Mellin

@ Si f(x) es una funcién de variable real, su transformada de Mellin f es
f(s) = / xS (x)dx. 3)
0

@ Su férmula de inversién viene dada por
1 c+ioo "
f(x) = —/ x"%f(z)dz,
2mi c—ioco
@ Se define la convolucién de Mellin de dos funciones g(x) y h(x) como
1 [(u
enw = [ je(%)aoar
0
@ La enorme ventaja de esta transformada, que permite el cdlculo de nuestra
densidad, es que

gxh=g-h, (4)
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1 [(u
enw = [ je(%)aoar
0
@ La enorme ventaja de esta transformada, que permite el cdlculo de nuestra
densidad, es que

— ~

gxh=g-h, (4)

o o(u) = (g*h)(u) = o(u) = (g . %>v
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Resultados de la estimacion

Estimaciones de los cocientes de reduccidon de varianza para el modelo
Hull-White
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@ Consideramos todas opciones call con payoff g;(t) = (t — Ki)*.

@ La direccidn de estratificacidn es seleccionada éptimamente para una

aproximacion lineal de V.

@ Para esta particular eleccién de los parametros,
- = w; L
V=(Vo/N)>. e~ 7 = u" W, donde u es la normalizacién del vector
v=(N—-1,N—-2,..10). Es en esta (aproximada) direccién que la mayor
parte de la variabilidad del primer factor en (2) es capturada.
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Resultados de la estimacion

Estimaciones de los cocientes de reduccidon de varianza para el modelo
Hull-White

@ Tomamos o = v = 2. Esto corresponde financieramente a un contexto de
alta volatilidad de la volatilidad.

@ Consideramos todas opciones call con payoff g;(t) = (t — Ki)*.

@ La direccidn de estratificacidn es seleccionada éptimamente para una
aproximacion lineal de V.

@ Para esta particular eleccién de los parametros,
- = w; L
V=(Vo/N)>. e~ 7 = u" W, donde u es la normalizacién del vector
v=(N—-1,N—-2,..10). Es en esta (aproximada) direccién que la mayor
parte de la variabilidad del primer factor en (2) es capturada.

@ Medimos bias y error estadistico evaluando E(R), E(R?) y E(gi(R)) con
dos strikes diferentes: K3 = 31,751 (ATM) and K, = 43,021 (ATM+1 std.
dev.).
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Resultados de la simulacion

Vo = 0,04 and N = 20

Method Function Estimator Time(s) Std. error Var. red.

Standard E(R) 31,751 175 0,015 -
Monte Carlo  E(R?) 11,276 177 0,001 -
E(g1(R)) 5,634 175 0,011 -
E(g1(R)) 5,742 1 0,145 -
E(g2(R)) 2,301 175 0,007 -

h-algorithm E(R) 31,746 54 0,019 20,2
E(R?) 11,289 5.4 0,018 9,3

E(g1(R)) 5,643 5,34 0,011 27

E(g.(R)) 5,641 1 0,037 15,3

E(g(R)) 2,383 5,33 0,017 6,7
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h-algorithm E(R) 31,746 54 0,019 20,2
E(R?) 11,289 5.4 0,018 9,3

E(g1(R)) 5,643 5,34 0,011 27

E(g.(R)) 5,641 1 0,037 15,3

E(g(R)) 2,383 5,33 0,017 6,7

El algoritmo es mucho mas rapido para un nivel fijo de error, y equivalentemente,
mucho mas preciso para un tiempo computacional dado.
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